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SUMMARY 

1673 

Cassamine and erythrophlainine are shown to contain a strongly hindered carbo- 
methoxy group. The conversion of cassamine into 7,9-hydroxycassan-19-oic acid, 
that of erythrophlamine into 3,9,7,9-dihydroxycassan-l9-oic acid, and the partial 
reduction of the dihydrodioxo monomethylester XIVa derived from erythrophlamine 
to dihydrocassamic acid IVa are described. These results, together with the proof of 
the position of the hindered carbomethoxy group in cassamine at  C-4, provided by 
D. W. MATHIESON et al. (cf.8)), establish structure I I a  for cassamine and XI Ia  for 
erythrophlamine. 
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201. Die Anwendung 
Stabilitatskonstanten 

der Fehlerrechnung bei der Bestimmung der 
yon Metallkomplexen nach der pH-Methode. I 

von G. Anderegg 

(31. VII. 61) 

Die ublichen Verfahren zur Berechnung der Stabilitatskonstanten von Metall- 
komplexen auf Grund der experimentellen Ergebnisse sind nur Naherungsmethoden 
und geben keinen sicheren Aufschluss uber den Fehler der erhaltenen Zahlen. 

In letzter Zeit haben deshalb RYDBERG & SULLIVAN l) die Anwendungeiner Fehler- 
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate vorgeschlagen, um sowohl ge- 
nauere Werte als auch die Fehler ermitteln zu konnen, mit denen die Konstanten be- 
haftet sind. Naturlich durfen die bei dieser statistischen Berechnung benutzten experi- 
mentellen Daten nur zufallige Fehler aufweisen. Wir werden daher bei der pH- 
Methode zuerst priifen, ob bei den einzelnen experimentellen Resultaten wirklich 
Zufalligkeit vorliegt : es wird sich zeigen, dass dies im allgemeinen nicht der Fall ist. 
Trotzdem erhalt man nach der Methode der kleinsten Quadrate bessere Stabilitats- 
konstanten, da bei jedem Messpunkt das zugehorige Gewicht in der Berechnung be- 
rucksichtigt wird. 

Diese Diskussion bezieht sich im ubrigen auf pH-Messungen, die mit einer Glas- 
elektrode durchgefuhrt worden sindz). 

Fur die Betrachtung der verschiedenen Fehlerquellen bei der Messung des pH 
einer Losung wird am besten die Eichung der Messkette verfolgt. 

A. Eichung der beniitzten Messekette 

Glasel. I Messprobe mit p = 0,l  (KC1) 1 1  0 , l ~  KC1 1 Hg,Cl,, Hg 
1. HCl-Titration. Die Messkette hat folgende Anordnung : 

1) J.  C. SULLIVAN, J. RYDBERG & W. F. MILLER, Acta chem. scand. 73, 2023 (1959); J. RYD- 
BERG & J. C. SULLIVAN, ibid. 73, 2057 (1959). 

2) Als Messinstrumente dienten pH-Gerate, Model1 G und GS, sowie Glaselektroden der Firma 
BECKMAN. Wir sind aber der Auffassung, dass die erhaltenen Ergebnisse auch fiir Ketten und 
Messinstrumente anderer Firmen gelten. 
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und das gemessene pH ist bei konstantbleibender Temperatur und ionaler Starke p 
nur von der Konzentration der freien Wasserstoff-Ionen der Messprobe abhangig : 

pH = PH, - 1% [HI , (1) 
wobei die Rechengrosse pH, der abgelesene pH-Wert bei [HI = 1 ware. Bei der Eichung 
werden Messproben mit bekannter Wasserstoffionenkonzentration in Betracht ge- 
zogen: das zweite Glied der rechten Seite der G1. (1) ist dann bekannt und dadurch die 
Konstante pH, aus dem gemessenen pH erhaltlich. 

Dies wird gewohnlich rnit Pufferlosungen erreicht, und zwar nach zwei Verfahren : 
Man kann entweder durch Verdunnen von konzentrierter Pufferlosung oder durch 
Titrieren von starken oder schwachen Sauren mit Lauge bei konstant gehaltenem p 
Losungen von exakt bekannter Wasserstoffionenkonzentration erhalten. 

Naturlich sol1 die Konzentration der Puffersubstanzen gegeniiber dem Inertsalz 
so klein gehalten werden, dass kein Diffusionspotential an der fliissig-fliissigen Pha- 
sengrenze entsteht. Von diesen Eichungsarten wird die zweite bevorzugt, weil die 
Titration zugleich eine standige Kontrolle der Titer der beniitzten Saure ist. 

Man erhdt in jedem Fall fur pH, Werte, die untereinander innerhalb 0,02 pH- 
Einheiten ubereinstimmen. 

Tragt man das gemessene gegen das berechnete pH (= -log [HI) auf, so sollte 
man nach G1. (1) eine Gerade mit Neigung 1 erhalten. Bei Glaselektroden, die in einem 
pH-Gebiet die envartete Gerade ergeben, sagt man, dass sie die richtige Linearitat in 
dem betreffenden pH-Gebiet besitzen. 

In der Tab. 1 sind die pH,-Werte angegeben, die man bei Titrationen von 
100 ml einer 2~10-%1 HC1-Losung mit 0 , l ~  NaOH erhalten hat. Fur das in sauren 
Losungen auftretende, von der grossen Wanderungsgeschwindigkeit des Wasserstoff- 
Ions herruhrende Diffusionspotential El wurde bereits korrigiert 3), 

Tabelle 1. pH,,-Wevte aus Titrationen von 100 ml 2-70-SM HCl bei verschiedenen Zugaben 
von 0, I M NaOH 

ml NaOH 0,O 0,2 0,4 0.6 0,s 1,0 1,2 1,4 1,6 

\ 

PHI3 1,24 1,23 1,24 1 2 1  1,22 1 2 1  1,22 1 2 3  1 2 2  
1,23 1,23 1 2 3  1,21 1,22 1,21 1,22 123 1,21 
1,23 1.23 1.22 1,21 1,21 1,21 1,22 1,22 1,22 

Aus diesen N Zahlen erhalt man als arithmetrischen Mittelwert (X) : 

Als Mass des Fehlers wird die Standardabweichung s verwendet : 

Fur die Werte der Tabelle 1 erhalt man s = 0,0094 pH-Einheiten. Die Fehlerquellen 
konnen folgendermassen aufgeteilt werden : 

5) In 0 , l ~  KC1 lasst sich diese Korrektur rnit der folgenden einfachen Beziehung erhalten: 

A pH = E5/58,16 = log(l+21,4[H]). 
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a) Messgerat : Ablesefehler, Fehler in der -Kompensation des Potentials, Unge- 
nauigkeit der Widerstande 

b) Gla~elektrode~) : Reproduzierbarkeit des Potentials der Glaswand 
c) Messprobe : Variation in der Zusammensetzung 
d) Burette: Fehler in der Menge des zugegebenen NaOH 
Wir konnen diese voneinander unabhangigen vier Fehler separat untersuchen 

und'mit den entsprechenden Standardabweichungen sa, sb, s, und sd charakterisieren. 
Die Burette kann z. B. mit Wasser ausgewogen werden. Derart wurde gefunden: sd = 

2,5 . 10V ml. 
Wahrend kleine Abweichungen bei der Konzentration des Fremdelektrolytes zur Erhaltung 

der ionalen Starke praktisch keinen Einfluss auf den pH-Wert haben, miissen die Konzentra- 
tionen der Pufferpartner bei der Herstellung der Messprobe genau bekannt sein. 

Erfolgt die Eichung durch Titration von Salzsaure mit Natronlauge, dann ist sc = sa, da dcr 
Fehler bei der Herstellung der HC1-Losung durch den Fehler bei der Bcstimmung des Endpunktes 
der Titrationskurve ersetzt wird. 

Werden dagegen Pufferlosungen verwendet, so sind bei der Herstellung'der Messprobe von 
100 ml Pipetten mit einem Volumen von mindestens 10 ml zu empfehlen, da die mittlere Ab- 
weichung praktisch unabhangig von dem Volumen bei 5.10V liegt, also nur 5°/,0 ausmacht. 

Die getrennte Schatzung der Abweichungen von a) und b) ist unmoglich, bcsonders wenn bei 
der Festlegung des pHo nur ein begrenztes Gebiet der pH-Skala, wie bei HC1-Titrationen, beniitzt 
wird, weil dabei nicht jeder systematische Fehler erkenntlich ist. 

Da jede der vier Fehlerquellen unabhangig von den restlichen drei ist, konnen die Fehler als 
additiv angenommen werden, was ergibt : 

5' = 58' f sb2 + sc2 + sd2, ( 3 )  

wo naturlich alle vier Grossen in derselben Einheit, z. B. pH, auszudrucken sind. 

abweichungen erhalten : 

Fur HC1-Titrationen wurden sc und sd bereits in ml angegeben: durch diese zwei Fehlerquellen 
ist bci jedcm Messpunkt ein quadratischer Mittelwert der Abweichungen der HC1-Konzentration 
von : 1/T+-gd2= 1/(2,5 .10-3 .10-3)2+ (2,s . 10-3 . 10-3)z = 3,57 . 10-6111 

zu erwarten, was eine pH-Abweichung sCd bervorrufen kann, die wie folgt berechenbar ist: 

Sind sc2 und sd2 bekannt, so konnen wir als Differenz die Summe der ersten zwei Standard- 

sa2 + Sb2 = s2 - (sc2 + s2d). (4) 

- - ..~ ~~ 

Fur die bendtzten HC1-Konzentrationen erhalt man fur sCd-Werte, die ca. 1,5 . pH aus- 
machen Da das experimentell bestimmte s 2: 1 . 10-2 ist, wird in ( 3 ) ,  wo die Quadrate zu setzen 
sind, (sc2+ sd2) vernachlassigbar, was zu (6) fuhrt : 

sa2+ Sb2 = 9. (6) 

Fur die Abweichungen in Tab. 1 sind folglich in erster Linie die Glaselektrode oder 
das Messinstrument verantwortlich. 

Durch sauberes Arbeiten konnen namlich die Fehler beim Herstellen der Losun- 
gen und beim Titrieren minimal gehalten werden. Eine genaue Bestimmung des Vo- 
lumeninhaltes aller gebrauchten Gefasse ist naturlich notwendig, um systematische 
Fehler zu vermeiden. 

4, Der Alkalifehler wird hier nicht betrachtet, da dieser mit einer entsprechenden pH-Korrektur 
eliminiert werden kann. 
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In den hier angefuhrten Rechnungen des Mittelwertes von pH, wurde das Gewicht 
jedes Messpunktes gleich gross gesetzt, obwohl s, und sd von der Konzentration von 
freier HCl, bzw. von pH abhangig ist. Da aber sCd fur den betrachteten Punkt prak- 
tisch keinen Einfluss auf s hat, so laisst sich diese Vereinfachung verantworten. 

Wie bereits gesagt, konnen nicht alle Mange1 einer Glaselektrode beim Arbeiten 
mit einer Salzsaure-Eichung herausgeholt werden, da hier nur ein begrenztes pH- 
Gebiet, zwischen pH 2,7 und 3,4, untersucht wird. Mit Hilfe anderer Pufferlosungen 
wird die richtige Linearitat von pH 3 bis 11 gepriift : es stellt sich heraus, dass die 
Elektrode etwas streut rnit einem quadr. Mittelwert der Abweichungen bis zu 0,02 
pH-Einheiten. 

Bei der Bestimmung von Komplexbildungskonstanten von Metall-Ionen mit Li- 
ganden, die auch Protonenacceptoren sein miissen, ist die Differenz des pH bei ange- 
gebenem Protonierungsgrad der Losung ohne und rnit Metall-Ion wichtig. Es stellt 
sich jetzt die Frage, wie genau eine solche pH-Differenz bestimmt werden kann. Im 
folgenden wird das pK von Essigsaure mittels des pH, aus der Salzsaure-Titration 
berechnet. Es handelt sich also urn zwei Kurven, die durchschnittlich nur einen pH- 
Unterschied von ca. 1,5 aufweisen. Wie genau kann das pK bestimmt werden ? 

2. CHJOOH-Titration. a) Die Berechnung aus der Titrationskurve der Aciditats- 
konstante von Essigsaure : 

K = [HI * [Ac]/[HAc] , (7) 

wobei mit Ac und HAc das Acetat-Ionl bzw. die freie Essigsaure bezeichnet werden, 
kann rnit Hilfe der Beziehungen : 

[Ac] = [NaOH] + [HI 

[Acl,, = [HAcI + [Acl 

(8) 

(9) 

erfolgen, da bei jedem Messpunkt entsprechend einer Laugezugabe [NaOH] und einer 
Wasserstoffionenkonzentration [HI die zwei unbekannten Grossen [Ac] und [HAc] 
bekannt werden. 

Man erhalt fur K eine Reihe von Zahlen, die durch eine Ausgleichrechnung den 
besten Wert und dessen Standardabweichung ergibt. Wie man leicht sehen kann, ist 
hier der Fehler bei den verschiedenen Messpunkten nicht gleich gross, so dass bei 
diesen Berechnungen, wie noch zu zeigen sein wird, die Gewichte der verschiedenen 
K-Werte beriicksichtigt werden mussten. 

Dass der Fehler bei den verschiedenen Messpunkten nicht gleich gross ist, ist auf 
die Tatsache zuruckzufuhren, dass die mittlere Abweichung der Wasserstoffionen- 
konzentrationen s,, die fiir den Fehler der einzelnen K-Werte praktisch allein ver- 
antwortlich ist, von der absoluten Wasserstoffionenkonzentration abhangt. Es folgt 
ja aus G1. (5) : 

sH bleibt somit in den verschiedenen Messpunkten, die verschiedene pH besitzen, 
nicht konstant. Dagegen besitzt die Standardabweichung des pH spH einen konstan- 
ten Wert zwischen 0 , O l  bis 0,02 pH-Einheiten, womit man bei der Benutzung der 
logarithmischen Beziehung 

(10) sH = [HI 2,302 * sPH . 

pK = pH - log [Ac]/[HAc] (11) 
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den besten pK-Wert einfach als arithmetisches Mittel der einzelnen pK-Werte erhalt. 
b) HARNED und Mitarbeiter5) haben vor ca. 25 Jahren aus Messungen mit Hilfe 

einer Kette ohne Phasengrenzpotential, bestehend aus einer H,- und einer Ag-Elek- 
trode, das pK von Essigsaure bei verschiedener ionaler Starke und verschiedenen 
Temperaturen ermittelt. Aus diesen Zahlen errechnet sich fur unser Medium p = 0,l 
(KCl) und 20" Temperatur: pK = 4,546. 

icl, 576 4 531 45K6 4561 $576 $591 
67 4, 

4901 45K6 4561 $576 $591 
67 4, 

Fig. 1. Verteilung der PK-Werte 

Titriert man Essigsaure mit Lauge in der mit Salzsaure geeichten Messkette und 
beriicksichtigt man den erhaltenen pH-Wert, so ist fur die Aciditatskonstante der 
Wert 10-49546 zu erwarten, da unsere Glaselektrode die richtige Linearitat mit einem 
s = 0,Ol bis 0,02 pH-Einheiten zwischen pH 3 und 11 zeigt. 

Naturlich werden die berechneten Werte fur das pK entsprechend den verschie- 
denen Messpunkten nicht immer 4,546 liefern, sondern manchmal auch eine etwas 
grossere oder kleinere Zahl: aber wenn alle Fehlerquellen zufallig sind und wenn ge- 
nugend Punkte berucksichtigt werden, sollte als Mittelwert innerhalb der angegebenen 
Grenzen immer der richtige pK erhalten werden. Tragt man unter der Annahme dieser 
Zufalligkeit der Fehler die Haufigkeit gegen den einzelnen pK-Wert auf, so wird man 
zuerst eine Treppenkurve erhalten, die bei Berucksichtigung einer immer hoheren 
Anzahl von Messpunkten an die sog. GAuss'sche Fehlerkurve grenzt, die die Gleichung : 

(pK- 4,546)' 
1 -  f (pK) =- e 

s p n  

wiedergibt, wobei f(pK) die Frequenz des pK bedeutet. 

6, H. S. HARNED & F. C. HICKEY, J. Amer. chem. SOC. 59, 1284 (1937); 59, 2303 (1937). 
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Die Kurve ist fur s = 0,015 in Fig. 1 gezeichnet. 

Das pK von Essigsaure wurde von uns mit verschiedenen Glaselektroden, pH- 

Die Resultate einiger typischer Titrationen sind in Fig. 1 neben der entsprechen- 
den GAvss’schen Kurve dargestellt. Man erkennt, dass der Mittelwert bis ca. 0,03 
pH-Einheiten vom HARNED’schen Wert differieren kann, obwohl die ehzelnen Mess- 
punkte einer Titrationskurve nahe pK-Werte liefern, d. h. die ganze Kurve ist gegen- 
uber der erwarteten verschoben. Messungen, die rnit derselben Elektrode in einem 
Tag durchgefuhrt worden sind, zeigen eine uberraschende fjbereinstimmung der er- 
mittelten pK und s. Wenn wir jetzt auf Grund einiger Titrationskurven den pK-Wert 
von Essigsaure mittels der Methode der kleinsten Quadrate berechnen, erhalten wir 
Zahlen, die evtl. jeden Tag differieren konnen und die sehr oft nicht rnit envarteten 
Aciditatskonstanten ubereinstimmen : die Messpunkte liefern Werte, die nicht um die 
Zahl4,55 streuen, wie die Fehlerrechnung im Falle von zufalligen Fehlern vorschreibt. 
Es scheint, dass neben den bereits studierten Fehlerquellen noch mindestens eine 
weitere existiert, die Tag fur Tag eine sehr kleine Verschiebung der Titrationskurve 
bewirkt, womit auch deren Mittelwert in einem begrenzten Interval1 verschoben wird. 
Dadurch ist auch die Differenz zwischen dem pH einer Salzsaure- und einer Essig- 
saure-Losung rnit einem systematischen Fehler von ca. 0,OZ pH-Einheiten belastet. 
Auch in BJERRUM’S~) ((Metal amine formation in aqueous solution)) sind solche kleine 
Abweichungen bei der Messung der Aciditatskonstanten des Ammonium-Ions zu er- 
kennen (Seite 120), obwohl der Autor ein genaueres Messinstrument beniitzt hat. Mes- 
sungen, die am gleichen Tag durchgefuhrt worden sind, liefern pK-Werte, die inner- 
halb f 0,004, f 0,002, f 0,003 ubereinstimmen, wahrend die Resultate von Mes- 
sungen, die an verschiedenen Tagen erfolgten, wesentlich mehr streuen (f 0,017, 
f 0,015). Deshalb ist es begreiflich, dass bei sehr genauen Messungen zur Bestim- 
mung von Aciditatskonstanten von der Verwendung einer Glaselektrode abgesehen 
wird. Erst in letzter Zeit gelang es PRUE und Mitarbeitern’), sehr exakte pK-Werte 
zu erhalten, und zwar mittels besonders niederohmiger Glaselektroden. Deren An- 
wendung ware aber bei routinemassigen pH-Messungen, wie sie die Bestimmung der 
Stabilitatskonstanten von Metallkomplexen erfordert, sehr umstandlich. 

c) Die Gultigkeit der Resultate einer Ausgleichrechnung kann rnit statistischen 
Methodens) gepruft werden. Aus jeder Titrationskurve erhalt man ein arithmetisches 
Mit te l ’s ,  dessen Abweichung vom envarteten theoretischen Wert sich in bestimmten 
Grenzen halten muss, wenn die Streuung der einzelnen Messpunkte nur durch eine 
oder mehrere unabhangig und zufallig wirkende Ursachen bedingt ist . Dieser Unter- 
sch iedz-pK,  der rnit der Zunahme der Anzahl der experimentellen Beobachtungen 
kleiner werden sollte, kann herangezogen werden, wenn gepruft werden soll, ob Zu- 
falligkeit vorliegt. 

Metern und Messketten bestimmt. 

6) J. BJERRUM, Metal hmmine Formation in Aqueous Solution, P. Haase & Son, Kopenhagen 

7) A. K. COVINGTON & J. E. PRUE, J. chem. SOC. 7955, 3696; E. J. KING & J. E. PRUE, ibid. 

8 )  R. A. FISHER, Statistical Methods for Research Workers, Oliver & Boyd, Edinburgh 1949. 

1941. 

1961, 275. 
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Man definiert nach ((STUDENT)) eine Grosse t, die in diesem Fall lautet : 

wobei s die Standardabweichung der N einzelnen pK-Werte einer Titration ist. 
Anderseits laisst sich fur den angegebenen Freiheitsgrad (= N - 1) die Wahrschein- 

lichkeit, dass t einen bestimmten Wert uberschreitet, a priori berechnen. Diese Zahlen 
sind in Tabellen angegeben und konnen mit den experimentellen t nach G1. (13) ver- 
glichen werden. 

Entspricht der erhaltene t-Wert einer Wahrsclieinlichkeit, die grosser ist als lo%, 
dann mussen selbstverstandlich die N Reobachtungen rnit Mittelwert pK und mitt- 
lerer Abweichung s zu der Grundgesamtheit rnit Durchschnitt pK gehoren. Liefert 
hingegen G1. (13) ein t rnit einer Wahrscheinlichkeit von 5% oder kleiner, dann ist 
der Unterschied z - p K  nicht bloss zufallig. 

Bei einer Essigsauretitration ist die Zahl der Freiheitsgrade 8, und fur eine Wahr- 
scheinlichkeit von 10% brauchen wir t-Werte, die kleiner sind als 1,86, was, wie man 
aus G1. (13) (fur s == 0,01) berechnet, pK -3 5 0,007 pH-Einheiten entspricht (in 
Fig. 1 sind diese Grenzen mit & to,l bezeichnet). 
Tabelle 2. PK- Werte der Essrgsuure und deren Standardabwerchungen aus PH-Messungen mit einer 

Glaselektrode 

Datum 

5. 4. GO 
6. 4. 60 
6. 4. 60 
6. 4. 60 
6. 4. 60 

12. 4. GO 
13. 4. GO 
21. 4. 60 
22. 4. GO 
23. 4. 60 
26. 4. GO 

3. 5. 60 
4. 5. 60 
5. 5. 60 

PK 

4,567 
4,541 
4,537 
4,535 
4,537 
4,573 
4,576 
4,575 
4,579 
4,565 
4,570 
4,578 
4,582 
4,575 

S 

0,017 
0,0089 
0,0103 
0,0105 
0,0127 
0,0070 
0,0095 
0,0065 
0,0095 
0,0085 
0,0075 
0,0115 
0,0112 
0,0077 

Datum 

11. 5. GO 
12. 5. GO 
13. 5. 60 
16. 5. 60 
20. 10. 60 
20. 10. 60 
21. 10. GO 
21. 10. 60 
22. 10. 60 
24. 10. 60 
24. 10. 60 
25. 10. GO 
25. 10. GO 
26. 10. GO 

4,555 
4,564 
4,562 
4,546 
4,538 
4,547 
4,531 
4,522 
4,546 
4,529 
4,535 
4,547 
4,554 
4,554 

S 

0,0099 
0,0090 
0,0051 
0,0102 
0,0110 
0,0083 
0,0201 
0,0103 
0,0120 
0,0113 
0,0120 
0,0080 
0,0110 
0,008 

Bei der Bestimmung des pK von Essigsaure wird, wie aus Tabelle 2 (Zahlen der 
zweiten und fiinften Kolonne) ersichtlich ist, diese Grenze weit iiberschritten, was 
zeigt, dass die Methode der kleinsten Quadrate nicht angewendet werden darf. Vor- 
ausgesetzt ist dabei natiirlich immer der Fall, dass man sich nur auf die Resultate 
eines Tages stutzt. 

d) Bei der Berechnung der Fehler des ermittelten pK erhalt man aus G1. (10) : 

s& = SEH + 5.9, (14) 
wobei sPH und s, die Standardabweichung des pH und des Logarithmus des Verhalt- 
nisses [Ac] / [HAc] sind. 

sPH ist schon bekannt und wir werden hier rnit Hilfe der unter 1) angegebenen 
Fehler s, bestimmen. 
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Wie schon erwahnt, lasst sich [Ac]/[HAc] aus der totalen Konzentration an Essigsaure 
[CH,COOHIt, der zugefugten Lauge und aus dem pH mit der Formel: 

[Acl [NaOH] + [HI -- - 
[HAc] [CH,COOH],- [NaOH] + [HI 

berechnen, und dadurch erhalt man fur s, in pH-Einheiten folgenden Ausdruck: 

Fur die erhaltene Titrationskurve von 100 ml einer 2. 1 0 - 3 ~  Essigsaurelosung mit 
0,1111 NaOH wurde s, berechnet, und die Resultate sind in Fig. 2 angegeben. 

- 
mlNaOtf 4 1 ~  

Fig. 2 .  Die Standardabweichung s, als Funktion der Laugezugabe bei der Titration van 100 ml einer 
2 . 1 0 - 3 ~  Essigsaurelosung mit O , I M  NaOH (Kurve 1) .  Die Kurve 2 bezieht sich auf eine Sawe 

mit pK = 7 .  

Neben dieser Kurve wurde diejenige einer Saure, bei deren Neutralisation die 
Konzentration des Wasserstoff-Ions sowie des Hydroxyl-Ions gegenuber der Konzen- 
tration der freien Saure und deren Anion immer vernachlassigbar ist, gezeichnet. Bei 
der Essigsaure ist der Fehler des [HI bei den Losungen unterhalb pH 4 sehr ausge- 
pragt . 

Gewohnlich ist dagegen s, sehr klein gegenuber sPH und kann bei Neutralisations- 
graden zwischen 0,25 und 0,75 vernachlassigt werden. Einzig bei schwachen Sauren 
ist der Kurvenpunkt entsprechend [NaOH], = 0 mit einer verhaltnismassig hohen s ,  
behaftet. 

e) Wenn die Berechnung des pK aus einer Titrationskurve bei den verschiedenen 
Messpunkten eine kontinuierlich mit dem Neutralisationsgrad wachsende oder sin- 
kende Zahl liefert, liegt ein Konzentrationsfehler vor. Gewohnlich ist die totale Kon- 
zentration der Saure unrichtig angenommen worden, weil z. B. die Substanz nicht 
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rein genug war oder ungenau gewogen wurde. In Fig. 3 ist das A pK bei einem Kon- 
zentrationsfehler von 5% als Funktion des Neutralisationsgrades angegeben. Durch 
Einsetzen verschiedener totaler Konzentrationen bis zur besten Konstanz des pK 
kann dieser Fehler bei 1-protonigen Sauren bis zu 1% der Konzentration reduziert 

Fig. 3. A p K  als Funktion des Neutralisationsgrades g = 1-9 fur einen Konzentrationsfehler 
zlon 5% 

Kurve 1 : die wahre Konz. ist 5% kleiner 
Kurve 2:  die wahre Konz. ist 5% grosser 

f )  Wir konnen die erhaltenen Resultate wie folgt zusammenfassen: Bei der Be- 
stimmung des pK von Essigsaure zeigt sich, dass die Fehlerquellen c) und d) sehr kleine 
Abweichungen verursachen, dagegen sind unter a) und b) auch systematische Fehler 
versteckt. Diese Mange1 lassen sich nicht eliminieren oder genau feststellen, was teil- 
weise auf die ungeniigende Empfindlichkeit der Messapparate zuruckzufuhren ist. 

B. Berechnung der Aciditats- und Stabilitatskonstanten nach der Methode 
der kleinsten Quadrate 

a) Obwohl, wie gezeigt wurde, die Standardabweichungen, die man durch Fehler- 
rechnung der experimentellen Daten einer Titrationskurve erhalt, keine Aussage uber 
den absoluten Fehler der ermittelten Konstanten ermoglichen, liefert die Ausgleich- 
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate bessere Resultate als jede An- 
naherungsmethode, weil bei jedem Messpunkt die entsprechenden Gewichte beruck- 
sichtigt werden. 

Die Grundzuge dieser Methode sind in der schon erwahnten Arbeit von SULLIVAN 
und Mitarbeiternl) angegebeng) und wir werden sie in der Anwendung auf die vonuns 
benutzte pH-Methode in allen Einzelheiten besprechen. 

Man kann zunachst die Messresultate einer Titrationskurve in einer linearen 
Beziehung der Form: (17) !(%I, x2, x3 . . XR) = 0 

9, Die Liisung nach der Methode der kleinsten Quadrate von Systemen der Lineargleichungen 
wird z. B. in: J. W. M. Du MOND & E. R. COHEN, Rev. modern Physics 25, 691 (1953), bc- 
handelt. 

106 
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ausdriicken, wobei x, die Bruttobasizitatskonstante der Saure H,L, bzw. die Brutto- 
stabilitatskonstante des Metallkomplexes ML, ist. Handelt es sich um die Titration 
eines Liganden L, der maximal P Protonen aufnehmen kann, oder einer Saure H,L 
mit Lauge, dann gilt die Gleichung10) : 

D 

fur xp = [HP L]/[H]p [L] . 
Die unter (18) angegebene Gleichung ist die sog. Protonierungsfunktion, wobei f; 

den Protonierungsgrad bedeutet, der in den zwei genannten Fallen durch die folgen- 
den zwei Beziehungen aus den experimentellen Daten berechenbar ist : 

Der Index t bedeutet die totale Konzentration des in Klammern bezeichneten Stof- 
fes, [HI, und [OH], sind die totalen Konzentrationen der zugefiigten Mineralsaure, 
bzw. Lauge. 

Fur die weiteren Berechnungen benotigt man eine Beziehung, in der nur die Mess- 
grosse, d. h. [HI, und bekannte Parameter erscheinen. Es wird deshalb die folgende 
Kombination von (18) und (19) herangezogen: 

P 

p = o  
C{[HI, - [OH], + [OH1 - [HI + P - P) [Lid [HIP x p  = 0 > (20) 

wobei, wenn L mit Mineralsaure titriert wird, P in (P-p) durch Null ersetzt werden 
muss. 

Die analoge Gleichung der Protonierungsfunktion bei der Komplexbildung des 
Metall-Ions M mit dem Liganden L ist die Komplexbildungsfunktion6) : 

N 

C(. - 4 B, [LIn = 0 ,  (21) 
n-0 

wobei pn = [MLJ / [MI * [LIn und N die maximale Anzahl von Ligandmolekeln, die 
am Metall-Ion gebunden sind, bedeutet. 

Unter Berucksichtigung der Beziehungen zwischen den Konzentrationen der ver- 
schiedenen in der Losung enthaltenen Teilcheri : 

N 

[MI, = [MI + [ML] + [MLzl + = C [ M ]  [L]" p, (22) 
n=O 

[L], = [HpL] + [Hp-IL] . I  . * .  + [ML] + 2 [MLJ + 3 [MLJ + - 0 .  = 

10) G. SCHWARZENBACH, Helv. 33, 947 (1950). 
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erhalt man fur den Komplexbildungsgrad E: 
P P 

[I-It - 2 [HPLI 

[MI t 

[Lit- 2 xp[HIP [Ll 

[Mlt 
- - ; = O  - - p = o  n = - 
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P 
2 xp [HIP 

2 P xp [HIP 

[L], - {P[LIt- [OH], + [OH]- [HI) ~ 

(25) P-0 
~ ~~~ - 

[MI t 

wenn es sich urn die Neutralisation einer Saure H,L in Anwesenheit des Metall-Ions 
M fur [MI, 5 [Lit handelt. 

Durch Einsetzen von (25) in (21) erhalt man endlich: 

n 

wo nur die N ,9,, als Unbekannte erscheinen. 
Jeder der I Messpunkte einer Titrationskurve muss die entsprechende lineare 

Gleichung (20) oder (26) erfullen, sofern man fur die Konstanten lcp, bzw. pn die rich- 
tigen Werte einsetzt. Die bekannten Werte dieser Konstanten sind gewohnlich mit 
einem Fehler behaftet, so dass beim Einsetzen die Beziehungen nur bis zu einem ge- 
wissen Grad erfiillt werden. Bei jedem Messpunkt i ist deshalb in Gleichung (17) die 
rechte Seite nicht gleich Null, sondern weicht etwas ab. Wir werden diese Abweichung 
mit vi bezeichnen : 

Da die verschiedenen Summanden in (18) und (21) von der Konzentration des freien 
Wasserstoff-Ions, bzw. des freien Liganden abhangen, sind die v,-Werte bei den ver- 
schiedenen Messpunkten nicht konstant, sondern sie wachsen mit den genannten 
Konzentrationen. 

Die Standardabweichungen si der Funktionen f, wachsen auch parallel mit diesen 
Konzentrationen und verursachen dementsprechend eine Anderung der Gewichte mi 
die von s, wie folgt abhangen: 

fi (XI, x2, . . . XR) = vi . (27) 

wi = 11s: (28) 

(29) 

Die I Fehlergleichungen (27) werden deshalb durch die folgenden ersetzt : 
- 

Ji; . f i  (XI, x,, . . . X,) = oi = & . 
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Die Gleichungen (20) und (26) haben die Form: 

r = O  

Dabei ersetzen die a,, die durch die geschweiften Klammern gegebenen Koeffizienten 
und die b,  die [H,], bzw. [L,] ll). 

Die Fehlerglcichungep (29) ergeben dann mit (30) die folgende Beziehung : 

(31 ) 

Die i, konnen als Komponenten eines Vektors in einem I-dimensionalen Raum auf- 
gefasst wcrden. Die Methode der kleinsten Quadrate verlangt, dass die x,(r = 1,2,3, 
. . ., R) so gewahlt werden, dass die Lange des Fehlervektors V: minimisiert wird. Das 
ergibt die Gleichungen : 

I 
d . i z  
1-0 

d xr  
-= O (r  = 1, 2,  3, ... , K) . (32)  

Die K partiellen Ableitungen der v: nach den Unbekannten xl, x2,.  .xR liefern dann 
das linear inhomogene System der sog. Normalgleichungen in x,. 

Dabei ist jeder Koeffizient der Unbekannten bereits eine Kombination der Koeffi- 
zienten aus den Fehlergleichungen. 

Die Liisung dieses Systems nach den x, erfolgt nach KRAMER oder durch eine 
Matrixinversion, wie sie SULLIVAN l) bevorzugt. 

In beiden Fallen sind die Berechnungen zeitraubend und, wie hier gezeigt wird, 
unnotig. 

Die Drciccksmatrix C, die man durch Orthonormierung der Matrix A der Koeffi- 
zienten der Fehlergleichungen erhalt, ergibt namlich auf ganz einfache Weise die 
gewunschten x,12). 

Fur das Gelingen dieser Berechnung werden zuerst die Summanden der Fehler- 
gleichungen so urngeordnet, dass in der ersten Kolonne der Matrix A die Koeffizienten 
von xR sind, in der zweiten Kolonne diejenigen von usw., und in der R + 1-KO- 
lonne die absoluten Glieder. Durch Orthonormierung wird dann A durch das Produkt 
der orthonormierten Matrix B und der Dreiecksmatrix C ersetzt : 

A = B C ,  (33) 

C x + z = O .  (34) 

wobei C wie folgt mit der Unbekannten x, verkniipft ist : 

x ist der Vektor mit Komponenten xR, xRPl,. . . xl, und z derjenige der Elemente der 
R + 1-Kolonne der Dreiecksmatrix. Die Auflosung dieses Gleichungssystems gibt 

11) In der Beziehung (26) wurde der zweite Faktor durch die Konzentration des frcien Liganden 
ersetzt. niese wird immcr vor dcr cigentlichcn Ausglcichsrcchnung bcrcchnct und dcshalb 
lasst sich dicse Substitution verantworten (siehe (21)). 

12) E. STIEFEL, Einfiihrung in die numerische Mathematik; B. G. Teubner, Stuttgart 1961, 
S. 52-54. 
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sofort die gewunschten Unbekannten. Da C = (cik) eine Dreiecksmatrix ist, die unter- 
halb der Hauptdiagonale nur Nullen enthalt, ergibt sich das Gleichungssystem (35) : 

c 1 1 x R $ . c 1 2 x R - l + * ’ * +  C I R x l + C 1 , R + l = o  

’22 xR- l  + + ‘2R + ‘p,R+1 ZT 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (35) 

........................................... 
C R - I , R - ~  xz + C I Z - ~ , R  XI + c R - i , R + i  

CR, R XI + CR,R+I 

0 

0 

Man erhalt so zunachst die Unbekannte x1 mit der letzten Gleichung, und durch suk- 
zessives Einsetzen in die vorangehenden Gleichungen der Reihe nach die iibrigen, 
zuletzt xR. 

Die Diagonalelemente cii der Dreiecksmatrix erlauben zusatzlich die Berechnung 
der Standardabweichung der erhaltenen Unbekannten, z. B. betragt die Standard- 
abweichung der r-ten Konstanten : 

Wir konnen dann bei der Angabe einer Stabilitatskonstanten auch die berechnete 
Unsicherheit zufugen. Als solche wird das Doppelte der entsprechenden Standard- 
abweichung s~~ benutzt, da das Invervall * 2 s~~ 95% der einzelnen Resultate um den 
Mittelwert enthalt. 

Es bleiben noch fur die praktische Anwendung der Methode einige Erlauterungen bezuglich 
der Berechnung der Gewichte der einzelnen Messpunkte wi anzufiigen, wobei hier einige Verein- 
fachungen13) vorgenommen worden sind. Die Gewichte werden aus der mittleren Abweichung si 
der Verbesserungen vi mit Hilfe der Gleichung (28) berechnet. si ist auch die Standardabweichung 
der Funktion f i ,  die fur gegebene x, nur von den Koeffizienten air und bi abhangt und deshalb 
aus deren Standardabweichungen nach 

berechnet wird. 
Da die Standardabweichung sair sehr klein gegeniiber sb  ist, wird der erste Summand ver- 

nachlassigt. Mit der Annahmc, dass air unabhangig von bi ist, ergibt sich durch Kombination von 
(27) und (25): R 

s. 1 -  - 2 r air bir- 1 xrsbi. (38) 
r = l  

Fur Sbi setzt man mit Berucksichtigung der unter A. 2.a angegebenen Erlauterungen in Glei- 
chung (38) : 

(39) 

wobei spb die Standardabweichung von pb ist13) (pb = - log[b]). Die Beziehungen (28), (38) und 
(39) ermoglichen dann, fur jeden Satz der Konstanten xr und angenommene Spb das Gewicht wi 
zu berechnen. Die in (38) enthaltenen xr sind a prior; vor der Ausgleichrechnung nicht bekannt, 
und es werden dafur zuerst approximative Werte eingesetzt. Man erhalt dann aus wi vorlaufige 
Resultate. Nur die mehrmalige Wiederholung der Berechnung mit den durch verbesserte Stabili- 
tatskonstanten neu erhaltenen mi ermoglicht die Bestimmung der endgultigen Werte. 

13) Es wurde z. B. die Konstanz von sbfi angenommen. Fur b = H gilt das immer, wie man unter 
A. 2. a gezeigt hat. Wie weit diese Annahme fur b = L gilt, wird in einer spateren Veroffent- 
lichung diskutiert. 



1656 HELVETICA CHIMICA ACTA 

b) Durch Einsetzen der Bildungskonstanten x, in Gleichung (29) werden die Ver- 
besserungen v, der einzelnen experimentellen Messpunkte erhalten. Wenn diese Ab- 
weichungen nur vom Zufall hervorgerufen sind, gehoren die entsprechenden V:- 
Werte einer sog. ~~-Ver te i lungl~)  an. Man kann anderseits zeigen, dass bei einer sol- 
chen Verteilung die Summe x2 der einzelnen Werte in einer engen Beziehung zu den 
Freiheitsgraden von (31) : I-R steht : 

und deshalb die Bedingung 
x2 = I - ,R, (40) 

T T 

gelten muss. 

[z-l= 
andert, denn die w i  sind nur his auf einen konstanten Faktor bestimmt. 

mit l / Z  die experimentellc Standardabweichung : 

Wenn dic coi der Glcichung (41) nicht geniigen, hat nian sie durch mi zu ersetzen 
/ (I-R) = C Z + ~ , ~ + ~  / (I-R)]. Dsdurch werden die zugehorigen x, nicht ge- 

Die bei der Ausgleichrechnung angewendeten s; ergeben dann dmch Division 

‘ K + l , R + l  

in pb-Einheiten fur die betrachtete Titrationskurve. 
c) Die Bestimmung der Stabilitatskonstanten nach der bereits angegebenen Me- 

thode lasst sich nur anwenden, wenn die Gleichung (29) alle in der Losung auftretenden 
Gleichgewichte beschreibt. Leider trifft man oft noch andere Teilchen als die einfachen 
ML,-Komplexe, besonders Hydrogen-, Hydroxo- und polynucleare Komplexe, die 
nicht rnit (29) zu erfassen sind. Die Existenz dieser Assoziate kann aus der erhaltenen 
Komplexbildungskurve f(5, -log[L]) = 0 bewiesen werden, da bei verschiedenen to- 
talcn Konzentrationen an Liganden und Metall-Ionen diese nicht zusammenfallen. 

Wenn solche Komplexe vorhanden sind, werden zur Aufklarung dcr komplizierten 
Gleichgewichte die sog. uberschusstitrationen herangezogen lo). Zu diesem Zweck 
beniitzt man Losungen, in dencn sich das Metall-Ion in c4ner so hohen Konzentration 
gcgeniiber dcrjcnigen des Liganden befindet, dass letztere wahrend der Titration 
praktisch nicht verandert wird. 

Wegen dieser Bedingung und des M.W.G. bleibt dann das Verhaltnis der Konzen- 
trationen der m verschiedenen p-protonierten Komplexe M,H,L konstant. Die Titra- 
tionskurve gehorcht deshalb der Beziehung (18), wo man die dort angegebenen Kon- 
stanten mit x, ’ :  

(43) 

ersetzt hat. Man kann dann mit Hilfe der Gleichung (18) aus mehreren experimentel- 
len Punkten die P x,’-Konstanten erhalten. 

Fur die weitere Berechnung der Stabilitatskonstanten genugt die Kombin a t’ ion 
dieser Zahlen mit den P Basizitatskonstanten der Base L, wenn m nie grosser als 1 ist. 

14) H. C R A ~ R ,  Mathematical Methods of Statistics, Princeton University Press, Princeton 1946. 
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Fur m grosser als 1 benotigt man mindestens m Uberschusstitrationen bei ver- 
schiedenen Metall-Ion-Konzentrationen und evtl. die Aquivalent-Kurve aus gleichen 
Konzentrationen an Ligand und Metall. 

Die Berechnungen bei der Bildung von einfachen Hydroxokomplexen bereitet 
dagegen keine Schwierigkeiten. Die entsprechenden Puffergebiete werden mit (18) 
ausgewertet. 

d) Die Berechnung der Basizitatskonstanten und der Stabilitatskonstanten nach 
der Methode der kleinsten Quadrate erweist sich bei Benutzung gewohnlicher Rechen- 
maschinen als sehr umstandlich. Erstens treten beim Ablesen und beim Kopieren der 
einzelnen Resultate immer Fehler auf, was eine standige Kontrolle der Zahlen erfor- 
dert, und zweitens erhalt man die richtige Losung erst nach mehrtagigem Rechnen. 

Die programmgesteuerte Rechenmaschine erlaubt aber, das eigentliche Rechnen 
bis auf einige Minuten zu reduzieren. 

Wenn das Programm und die auf der Lochkarte registrierten Messresultate kon- 
trolliert wurden, sind dabei alle Fehlerquellen ausgeschlossen. Derart entstand das 
Programm n. 3576 fur die ERMETH15). Dieses Programm erlaubt, gleichzeitig die 
Berechnungen der folgenden Grosse durchzufuhren : 
Fall I : Basizitatskonstanten 
Fall I1 : 

Fall I11 : Stabilitatskonstanten direkt aus den experimentellen Ergebnissen. 

Stabilitatskonstanten aus angegebenen Bildungsgraden n und dazugeho- 
rigen Konzentrationen des freien Liganden 

Dabei werden naturlich auch die Standardabweichungen der ermittelten Konstanten 
und der Fehlergleichungen angegeben. 

Die Maschiue entscheidet selbst, nach welchem Fall die angegebenen Zahlen 
berechnet werden miisscn. 

Im Fall I11 liefert sie zuerst fur jeden Messpunkt den Bildungsgrad 5 und die 
Konzentration des freien Liganden : diese Grossen erlauben dann die Aufzeichnung 
15) Elektronische Rechenmaschine der Eidg. Techn. Hochschule. 
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- 
s*) - 

0,035 
0,021 
0,020 
0,070 
0,11 
0,025 

0,045 
0,019 
0,030 
0,017 
0,025 
- 

der Bildungskurve der betrachteten Titration. Gemass unserer vorlaufigen Annahme, 
d. h. da,,/db, und ds,,/db, = 0 wurden hier nur Liganden in Betracht gezogcn, die 
im pH-Bereich, wo Komplexbildung stattfindet, einfach protoniert sind. 

Die Resultate einiger Rechnungen bei den Metallglycinat-Komplcxen sind in Tab. 3 ersicht- 
lich. Zum Verstandnis der Resultate wurden in Fig. 4 die Bildungskurven, die als Grundlage fur 
unserc Berechnung dienten, wiedergegeben. Man crkennt bei diesen Kurven sofort das Vorhanden- 
sein von Punkten, die sehr stark von allen andcrn abweichen und die gewohnlich am Schluss der 
Kurvc liegen, entsprechcnd den Gleichgewichtsrnischungen rnit einem verhaltnismassig hohen pH. 
Vermutlich sind bei diesen Losungen schon die Hydroxide der Metall-Ionen anwesend, was das 
Abweichen in der immer gleichen Kichtung bestatigt. Deshalb wurdcn bei der Berechnung nicht 
imrner alle Punktc beriicksichtigt. Das Ausschalten der letzten Punkte ist durch eine Verbesse- 
rung der Standardabweichungen gekennzeichnet. So z. B. bei Co2+, wo in dcr zweiten Zeile 3 
Punkte nicht herangezogcn worden sind. Dasselbc gilt auch fur Zn2+, wo 2 Punkte weggelassen 
worden sind. 

Tabelle 3. Stabilitatskonstaviten uon Metallglycinat-Komplexen und deren Standardabweichungen bei 
20" und ,u = 0 , l O  (NaNO,) 

~ 

letall-Ior 

co2+ 

Ni2+ 
CU" 

Zn2+ 

Agt  
Cd2+ 

- 
I 

20 
17 
17 
6 

20 
17 
17 
17 
15 
12 
10 
16 

- 

- 

- 
R 

3 
3 
2 
3 
2 
2 
3 
3 
3 
2 
2 
2 

- 

- 

4,672 f 0,015 
4,684 f 0,010 
4,663 f 0,009 
5,824 f 0,046 
8,068 f 0,035 

8,183 f 0,007 
5,011 & 0,018 
4,995 f 0,009 
3,261 f 0,022 
4,239 f 0,008 

8,188 3: 0,008 

4,256 j, 0,009 

~ 

log 8 2  

8,490 & 0,034 
8,476 f 0,012 
8,533 f 0,008 

10,627 f 0,041 
15,153 f 0,046 
15,088 f 0,009 
15,104 f 0,013 
9,137 f 0,033 
9,225 f 0,013 
6,783 & 0,015 
7,759 f 0,011 
7,761 f 0,010 

11,005 & 0,046 
11,121 & 0,030 

14,400 & 0,031 

(ps = - 1,12 . 10'' & 0,286) 
12,613 0,031 
12,333 f 0,023 

*) s: Standardabweichung der Konzentration des freien Liganden in log. Einheiten pb 
entsprechend der X2-Verteilung. 

Auch bei Cu2+ verursachen die letzten Kurvenpunkte cine hohe Standardabweichung (Zeile 1). 
Die Rechnung rnit der ERMETH dauerte in diesem Fall ca. 1 Stunde, was auf die schlechte 
Konvergenz der Elemente der Matrix A zuruckzufuhren ist. 

Bei den von uns gewahlten Konzcntrationen kann der Bildungsgrad Ti bci CO~+, Zn2+, Cd2+ 
die obere Grcnze N nicht erreichen, da die 1 : 3-Komplexe zu schwach sind. Es erhebt sich des- 
halb die Frage, ob die erhaltenen Punkte rnit geniigcnder Genauigkeit die Komplexbildung dieser 
Metall-Ionen angeben konnen, d. h. ob alle 3 Komplexbildungskonstanten zu ermitteln sind. 

Bci Co2+ ist sicherlich dic dritte Stabilitatskonstante zu klein : die Auflosung der Gleichung 
(26) nach 3 (zweite Zeilc) oder nach 2 (dritte Zeile) Unbekannten gibt gleich gute Resultate, so 
dass log ,!I3 mit Vorbchalt zu nehmen ist. 

Wcrden jedoch die Messpunkte von Cu- rnit der Annahmc R = 3 berechnet, erhalt man 
fur Is, (dritte Zcilc) eine negative Zahl : in dicsem Fall existieren eindeutig nur die Komplexe 1 : 1 
und 1:2. 

Das Problem der ((Eindeutigkeit D der erhaltenen Resultate ist nicht immer so 
einfach zu losen wie beim Cu2+, und wir werden in einer spateren Mitteilung darauf 
zuriickkommen. 



Volumen XLIV, Fasciculus VI (1961) - No. 201 

C .  Diskussion 
a) Von den verschiedenen Fehlerquellen wird bei der Ausgleichrechnung zur Be- 

stimmung der Basizitatskonstanten x,  auch der pH-Fehler herausgezogen. Dieser 
verursacht in der ganzen pH-Skala Streuungen zwischen dem gemessenen pH, und 
dem Sollwert innerhalb eines begrenzten Rereichs, der durch die Standardabweichung 
spH und die entsprechende GAuss’sche Fehlerfunktion charakterisiert wird. Das pH, 
ist deshalb, wie man sagt, normal verteilt. Dagegen ist die Konzentration des freien 
Wasserstoff-Ions [HJ nur in erster Annaherung normal verteilt, solange diese als lineare 
Funktion des pH, angenommen werden kann. Die Potenzen dieser Konzentration 
[HI]B, die in der Protonierungsfunktion erscheinen, besitzen eine Standardabweichung, 
die mit p wachst und bei der deshalb oft zwischen H, und seinem Logarithmus keine 
Linearitat mehr angenommen werden kann. Dann besitzen die Verbesserungen i,, 
die als Summe nicht normal verteilter [H,]p-Funktionen betrachtet werden konnen, 
keine normale Verteilung, und folglich ist die Erfulltheit der f-Bedingung nicht mehr 
zu erwarten, was die genaue Bestimmung der Standardabweichungen der einzelnen 
Konstanten verunmoglicht. 

Diese uberlegungen gelten auch bei der Metallkomplexbildung, sofern die Variable 
log[L], wie bei pH-Messungen, normal verteilt ist. 

b) Bei Fehlerrechnungen benutzt man immer normalverteilte Variablen, da nur 
diese durch den Mittelwert und die entsprechende Standardabweichung definiert 
sind. So rechnet man z. B. hier am besten mit der Grosse log Xir, da diese eine lineare 
Funktion der normal verteilten Variablen pH, bzw. pL, ist. 

Leider kann aber die logarithmische Grosse nur bei 1-protoniger Saure wie Essig- 
saure oder bei 1 : 1-Metallkomplexen direkt erhalten werden, da sonst keine Moglich- 
keit besteht, die allgemeine lineare Gleichung (30) zwischen den x, zu logarithmieren. 

Andererseits ist der beste Wert einer Konstanten nach der angegebenen Ausgleich- 
rechnung das arithmetische Mittel X, der einzelnen xr,  und nicht der Logarithmus da- 
von. Dieser Mittelwert ist aber nur sinnvoll, wenn zugleich die einzelnen log x,  normal 
verteilt sind, d. h. fur so kleine Abweichungen der Konstanten xr, dass die Differenzen 
xr-Tr und log x,-log x, proportional sind, was 
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entspricht . 2 s, 5 0,13 2, (44) 

c) Fur die Bestimmung der N Stabilitatskonstanten j3,, oder der P Basizitatskon- 
stanten xP begnugt man sich gewohnlich neben der Eichung mit der zweimaligen Auf- 
nahme einer Titrationskurve, ausgehend von einer dafiir vorbereiteten Losung, zu 
welcher Lauge oder Mineralsaure hinzugegeben wird. Dadurch wird der Komplex- 
bildungsgrad bzw. der Protonierungsgrad beliebig variiert und die ganze Komplex- 
bildungs- bzw. Protonierungs-Kurve erhalten. 

Die Berechnungen aus den erhaltenen Messdaten mit der beschriebenen Ausgleich- 
rechnung liefert dann einen Satz von Konstanten, der am besten die experimentelle 
Titrationskurve wiedergibt. 

Wie an Hand der Essigsaure gezeigt wurde, ist es aber auch bei zweimaliger Auf- 
nahme der Titrationskurve nicht sinnvoll, das pK und dessen Standardabweichung 
nach der angegebenen Methode zu berechnen, solange man den systematischen Fehler 
der Glaselektrode nicht miteinbezieht. 
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Da der systematische Fehler innerhalb bestimmter Grenzen bleibt, kann man die 
ermittelten Konstanten unter Beriicksichtigung geniigender, in verschiedenen Tagen 
mit mehreren Elektroden aufgenommener Titrationen als einzelne Elemente einer 
Grundgesamtheit betrachten. Dadurch wird der systematische mit einem zufalligen 
Fehler, der dem statistischen Gesetz der Fehlerrechnung gehorcht, ersetzt. 

Da der Unterschied p K - 3  des ermittelten und des erwarteten pK-Wertes inner- 
halb ca. 0,02 pH-Einheiten konstant bleibt (siehe Tabelle Z ) ,  mussen fur die Giiltig- 
keit der ((t))-Prufverfahren die Standardabweichungen sE der einzelnen Resultate einer 
Titration nach Gleichung (13), zum mindesten 0,03 pH-Einheiten, angesetzt werden. 

Der systematische Fehler der Glaselektrode laisst sich dann durch seine mittlere 
Standardabweichung sE charakterisieren und erlaubt, in Kombination mit dem aus 
der Ausgleichrechnung erhaltenen s, die Berechnung der totalen mittleren quadra- 
tischen Abweichung stat der Essigsaurekonstanten : 

-~ 

Stot = i s 2  + s; . 

(Sp)tot = (s; + P s: 

(45) 
Diese Beziehung gilt fur alle 1-protonigen Sguren und kann fur jede Bruttobasizitats- 
konstante xp erweitert werden, indem man sy3 durch p s i  ersetzt : 

~~~ 

(46) 
da in 3tp die Wasserstoffionlionzentration in der p-ten Potenz erscheint. Wesentlich 
grosser ist die mittlere Abweichung bei der Komplexbildung, besonders dann, wenn 
der Ligand in Losung in einer protonierten Form H,L vorliegt, weil die aus den Basi- 
zitatskonstanten und pH berechnete Konzentration des freien Liganden [L] die Ab- 
weichungen sPH und (sJtot in (26) fortpflanzt. 

Im allgemeinen erhalt man dann fur die Stabilitatskonstante Pn: 
(SAtot = 1 s :  + rips: (4 7) 

Die absoluten Unsicherheiten fur das pK einprotoniger Sauren betragen f 0,06 
in dex. logarithmischen Einheiten, und gleichviel fur den log der Stabilitatskonstanten 
der 1 : 1-Komplexe und p = 1, d. h. vie1 mehr als was man mit einer Ausgleichrech- 
nung der Messresultate einer Titrationskurve erhalt. 

S U M M A R Y  

The various sources of error involved in the determination of acidity constants 
using a glass electrode are discussed. The results are extended to the elucidation of 
metal complex equilibria. I t  is shown how the best set of equilibria constants may be 
obtained using a weighted least square method. The method is applied to the glycinate 
complexes of some bivalent metal ions. 
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